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Знайдена оцiнка наближення класа W˘ r∞, r ≥ 1 з урахуванням розташування точки
на вiдрiзку .
Ключовi слова: модуль неперервностi, алгебраїчний полiном, найкраще наближен-
ня.
Найдена оценка приближения класса W˘ r∞, r ≥ 1 с учётом положения точки на
отрезке.
Ключевые слова: модуль непрерывности, алгебраический полином, наилучшее при-
ближение.
The pointwise estimation of the approximation to the class W˘ r∞, r ≥ 1 by algebraic
polinomials is established.
Key words: module of continuity, algebraic polynomial, the best approximation.
НехайW r∞, r > 0, – клас функцiй fr(x), визначених на вiдрiзку [–1; 1] рiвнiстю
fr(x) =
1
Γ(r)
ˆ x
−1
(x− t)r−1f(t)dt+ P (x),
де Γ(r) – гама-функцiя Ейлера, функцiя f(t) вимiрна та |f(t)| ≤ 1 майже скрiзь,
P (x) – алгебраїчний полiном степенi не вище [r − 1] ([a] – цiла частина a).
Через W˘ r∞, позначається клас функцiй Sρ(f), якi можна подати у виглядi син-
гулярного iнтеграла який розумiється в сенсi головного значення,
S(f)(x) :=
1
pi
ˆ 1
−1
f(t)
t− x
√
(1− t2)dt,
де x ∈ (−1; 1), f ∈ W r∞.
В. П. Моторний у роботi [1] встановив наступну оцiнку.
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Теорема 1. Для довiльного числа r > 0 та довiльної функцiї f ∈ W˘ r∞ iснує по-
слiдовнiсть алгебраїчних полiномiв Pn(x), n ≥ r + 1, така, що
|f(x)− Pn(x)| ≤ K˜r
nr
(√
1− x2
)r+1
+ Cr
(
lnn
nr+1
(√
1− x2 + 1
n
)r)
,
де величина Cr залежить тiльки вiд r.
Основним результатом даної роботи є наступний аналог теореми 1 для випадку
одностороннiх наближень.
Теорема 2. Для довiльного числа r ≥ 1 та довiльної функцiї f ∈ W˘ r∞ iснує
послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв P+n,r(x) : ∀x ∈ [−1; 1]
0 ≤ P+n,r(x)− f(x) ≤
2K˜r
nr
(
√
1− x2)r+1+
+Cr
(
1
nr+{r}
(
√
1− x2)[r]+1 + lnn
nr+1
(
1
n
+
√
1− x2
)r)
, (1)
якщо [r] – непарне, та
0 ≤ P+n,r(x)− f(x) ≤
2K˜r
nr
(
√
1− x2)r+1+
+Cr
(
lnn
nr+1
(√
1− x2 + 1
n
)r
+
(
√
1− x2)[r]
nr+{r}
(
1
n
+
√
1− x2
))
, (2)
якщо [r] – парне. Тут {r} означає дробову частину числа r.
Для доведення теореми 2 нам будуть потрiбнi наступнi три леми.
Лема 1. Нехай β – довiльна стала, β > 0, ω – модуль неперервностi. Тодi ∀n ∈ N
iснує алгебраїчний полiном qn(x) степеня не вищого за n,∀x ∈ [−1; 1]∣∣∣∣ω(βn√1− x2
)
− qn(x)
∣∣∣∣ ≤ Cω( 1n2
)
, (3)
де C залежить тiльки вiд β.
Лема 2. Нехай β – довiльна стала, β > 0 ω – модуль неперервностi. Тодi ∀n ∈ N
iснує алгебраїчний полiном qn(x) степеня не вищого за n,∀x ∈ [−1; 1]
0 ≤ qn(x)−
√
1− x2 ω
(
β
n
√
1− x2
)
≤
≤ C
(√
1− x2 + 1
n
)
ω
(
1
n2
)
,
де C залежить тiльки вiд β.
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Лема 3. Нехай m ∈ N, α ∈ (0; 1]. Для довiльного натурального n ≥ 4m iснує
алгебраїчний полiном H+n,m(x) степеня не вищого за n, що задовольняє нерiвностi
0 ≤ H+n,m(x)−
(
1
n
+
√
1− x2
)m+α
≤ Cm
nα
(
1
n
+
√
1− x2
)m
.
Леми 1 та 3 доведенi в [2].
Лема 2 доведена в [3]
Доведення теореми 2. Нерiвнiсть (3) перепишемо у виглядi
0 ≤ P+n,r(x)− f(x) ≤
K˜r
nr
(
√
1− x2)r+1+
+Cr
lnn
nr+1
(√
1− x2 + 1
n
)r
≤ 2K˜r
nr
(
√
1− x2)r+1+
+Cr
lnn
nr+1
(√
1− x2 + 1
n
)r
. (4)
Покладемо r = m+ α, m ∈ Z, α ∈ (0; 1] (за нецiлого r m = [r], α = {r}).
Нехай m – непарне. Застосувавши лему 1 до модуля неперервностi ω(t) = tα
отримаємо, що iснує послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв q+n (x) :
0 ≤ q+n (x)−
(√
1− x2
n
)α
≤ C
n2α
. (5)
З леми 3 випливає, що
0 ≤ H+n,m(x)−
(
1
n
+
√
1− x2
)m+α
≤ Cm
nα
(
1
n
+
√
1− x2
)m
. (6)
Додавши нерiвнiсть (4) з помноженою на K˜r
nm
(
√
1− x2)m+1 нерiвнiстю (5) та
помноженою на Cr lnnnr+1 нерiвнiстю (6) та виконавши нескладнi перетворення отри-
маємо нерiвнiсть (1).
Нехай m – парне. Застосувавши лему 2 до модуля неперервностi ω(t) = tα
отримаємо, що iснує послiдовнiсть полiномiв q+n :
0 ≤ q+n (x)−
√
1− x2
(√
1− x2
n
)α
≤ C
(√
1− x2 + 1
n
)
1
n2α
. (7)
Додавши нерiвнiсть (4) з помноженою на Krn−m(
√
1− x2)m нерiвнiстю (7) та
помноженою на Cr lnnnr+1 нерiвнiстю (6) та виконавши нескладнi перетворення отри-
маємо (2). Теорема доведена.
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